
泰勒级数
用多项式逼近函数

高等数学 · 课件示例



从切线说起



离 𝑎 不远时，切线就是一个好近似

函数在 𝑥 = 𝑎 附近的取值，可以用它在 𝑎 点的值和斜率来估计：

𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑎) + 𝑓 ′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)

它只用到 𝑓(𝑎) 和 𝑓 ′(𝑎)。想更准，就让近似式在 𝑎 点的 二阶、三阶……

导数也和 𝑓  一致。多项式只需要加法和乘法，正适合做这件事。
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让各阶导数都对上：泰勒多项式

𝑇𝑛(𝑥) =∑
𝑛

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑎)
𝑘!

(𝑥 − 𝑎)𝑘 = 𝑓(𝑎) + 𝑓 ′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓″(𝑎)
2!

(𝑥 − 𝑎)2 +⋯

• 对 (𝑥 − 𝑎)𝑘 求 𝑘 阶导数得到 𝑘!，所以系数里要除以 𝑘!。
• 这样 𝑇𝑛 在 𝑎 点的 0 到 𝑛 阶导数都与 𝑓  相同。

• 𝑎 = 0 时又叫麦克劳林多项式。
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一个例子：sin 𝑥



阶数越高，贴合的区间越宽

sin 𝑥 在 0 处的各阶导数依次

是 0, 1, 0,−1,…，于是

sin 𝑥 = 𝑥 − 𝑥3

3!
+ 𝑥5

5!
− 𝑥7

7!
+ ⋯

每多加一项，近似可用的区间

就向外延伸一段。 −2𝜋 −𝜋 0 𝜋 2𝜋
−2

−1

0
1

2
sin 𝑥
𝑇1
𝑇3
𝑇5
𝑇7
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误差有多大：拉格朗日余项

若 𝑓  在 𝑎 与 𝑥 之间有 𝑛 + 1 阶导数，则存在介于两者之间的 𝜉，使

𝑓(𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥) =
𝑓 (𝑛+1)(𝜉)
(𝑛 + 1)!

(𝑥 − 𝑎)𝑛+1

对 sin 𝑥，各阶导数的绝对值都不超过 1，所以在 𝑎 = 0 处

| sin 𝑥 − 𝑇𝑛(𝑥)| ≤
|𝑥|𝑛+1

(𝑛 + 1)!
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算一算：sin 0.1

取两项：

sin 0.1 ≈ 0.1 − 0.13

6
= 0.0998333…

sin 𝑥 的 𝑥4 项系数为 0，所以 

𝑇3 = 𝑇4，按 𝑛 = 4 估计误差：

|𝑅4| ≤
0.15

5!
≈ 8.3 × 10−8

两项就准到小数点后七位。

离展开点越近、阶数越高，

误差下降得越快：分母是

阶乘。
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常用展开



记住这五个，大多数题目够用

函数 在 0 处展开 成立范围

𝑒𝑥 1 + 𝑥 + 𝑥2/2! + 𝑥3/3! + ⋯ 全体实数

sin 𝑥 𝑥 − 𝑥3/3! + 𝑥5/5! − ⋯ 全体实数

cos 𝑥 1 − 𝑥2/2! + 𝑥4/4! − ⋯ 全体实数

ln(1 + 𝑥) 𝑥 − 𝑥2/2 + 𝑥3/3 − ⋯ −1 < 𝑥 ≤ 1
1/(1 − 𝑥) 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +⋯ −1 < 𝑥 < 1
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三个级数放在一起：欧拉公式

把 𝑥 = 𝑖𝜃 代入 𝑒𝑥 的级数，按实部和虚部分组：

𝑒𝑖𝜃 = (1 − 𝜃2

2!
+ 𝜃4

4!
− ⋯)+ 𝑖(𝜃 − 𝜃3

3!
+ 𝜃5

5!
− ⋯)

括号里正是 cos 𝜃 和 sin 𝜃 的级数：

𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃, 𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0
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课后练习

1. 写出 cos 𝑥 在 0 处的 𝑇4，用它计算 cos 0.2，并用余项估计误差。
2. 用 𝑒𝑥 的展开计算 𝑒，要精确到小数点后四位，至少需要多少项？
3. 为什么 

1
1−𝑥  的展开在 𝑥 = 2 处不能用？画出 𝑇3 和原函数比较。
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多项式能逼近函数，

余项告诉你逼近得多好。
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